ANALISIS DE LA CAPA LIMITE TERMICA

FLUJO LAMINAR PARALELO A UNA SUPERFICIE PLANA ISOTERMICA

x=0 T, (constante) x=1L

Suposiciones

* Estado estable.

* Es una placa plana de una longitud L en la direccién x y de infinita extensidn en la direccién z, que se mantiene a
una temperatura constante T, (isotérmica).

El fluido llega en flujo laminar en direccién paralela a la superficie, con velocidad U, y temperatura T, uniformes.
La velocidad y la temperatura varian en las direcciones x y y, pero no varian en la direccién z.
Los efectos de la gravedad son despreciables; no hay gradientes de presién, generacion de calor o disipacion viscosa.

* % %

Es un fluido newtoniano de propiedades constantes (p, p, ¢, y k).

Niimeros de Reynolds y Nusselt, local y global

Las condiciones del flujo y de la transferencia de calor cambian de un punto a otro a lo largo de la superficie, por lo que se

puede definir un nimero de Reynolds y un niimero de Nusselt “locales” que usen la posicion x como longitud caracteristica,

y los correspondientes numeros “globales” con base en la longitud total L de la placa:
U_x h UL

. p 0 Nux _X ReL = p 0 NuL ==
n k

(local) (global)

Re

Se ha comprobado experimentalmente que la capa limite mantiene un flujo laminar hasta Re, = 5x1 0°.

Simplificacion de las ecuaciones de conservacion

El punto de partida para este andlisis son las ecuaciones de conservacién de masa (ecuacién de continuidad), de conservacidn
de momentum (Navier-Stokes) y de conservacion de la energia térmica en coordenadas rectangulares:

ov, Ov, v
conservacion de masa X424+ —£=0
ox oy 0z
.z 2 2 2
conservacion de momentum 0 ov, volv, ov, ‘y ov, ‘v, ov, u o%v, . v, N o, +6—P—pgx 0
(componente x) ot x 7 oy oz ox? oy oz’ ox
i6 ov ov ov ov o%v o%v o%v
conservacién de momentum ot oy, Dty Py Nn | [ OV Oy +6—P—pgy o
(componente y) ot ox oy 0z ox oy 0z oy
.z 2 2 2
conservacién de momentum 0 ov, ool v, v, ., %V, ‘v, WV, || OV OV, O, +6—P—pgz -0
(componente z) ot 5 Y oy 5 x>  yr ozt 0z
.7 , 2 2 2
conservacién de la energia pcpa—T+pcP vxa—T+v 8_T+v26_T _kl 8T oT 0T b, -G=0
térmica ot ox Yoy oz x® oyt oz’
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NOTACION SIMPLIFICADA
Para evitar el uso excesivo de subindices, de aqui en adelante los
componentes de la velocidad v,, v, y v, se indicancomo u, v y w.

Las ecuaciones se simplifican inicialmente con base en las suposiciones, para llegar a:

., ou ov
conservacion de masa —+—=0
ox oy
conservacion de momentum ou du *u  d'u )
plu—+v— |- + =0
(componente x) ox oy ox* oy
conservacién de momentum ov v o%v %
plu—+v—/|- >~+—|=0
(componente y) ox oy ox oy
.z 2 2
conse,rva(’non. dela oc ua—T+v6—T K o°T N o°T _0
energia térmica 196 oy ox*  oy?

Hipdtesis de la capa limite de Prandtl

“Los efectos de la viscosidad estan confinados a una capa muy delgada
(de espesor 6 ) de fluido adyacente a la superficie”

0« L obien %«1

Andlisis de escala

La hipdtesis de la capa limite permite descartar algunos términos adicionales con base en su orden de magnitud relativo.
Para ello, es necesario identificar el orden de magnitud de cada término. Por ejemplo, la notacién u ~ U, significa que la
velocidad en la direccion x puede tomar valores aproximadamente en un intervalode 0 a U, . Los érdenes de las principales

variables en las ecuaciones son:
u~U x~1L y~38 T ~|T, —T,| (1)
Por ejemplo, en la ecuacion de conservacién de la energia atin quedan dos términos de conduccion (las segundas derivadas

de T respectoa x yrespectoa y). El andlisis de escala permite responder a la pregunta: ¢son ambos términos igualmente
importantes o se puede descartar uno de ellos por ser muy pequefio comparado con el otro? Para ello, primero se identifica

la escala de cada término:

w 00

aZ_T~|T - T, az_T~|TW—Tw|
ox? ’ Y ay? 3°

y luego se divide uno entre otro para establecer su importancia relativa:

o ()

ayz 82

2

y se llega a la conclusién de que puede descartarse e
X

8 . i 2
Como — <1 por la hipotesis de Prandtl, entonces —- < —;
L ox oy
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Aplicando el analisis de escala comparando los diferentes términos de las ecuaciones, éstas se pueden reducir a:

L ou ov
conservacion de masa —+—=0
ox oy
conservacion de momentum, u@ v@—i o%u _
componente x ox oy p oy
1 d , ,OT ok o°T
conservacion de energia —+V—" =
vaci gl o o oc 8y2

donde la ecuacion para el componente y del momentum se puede descartar por completo. Las tres ecuaciones que quedan
forman un sistema de ecuaciones diferenciales parciales acopladas (porque los componentes de la velocidad u y v aparecen
en las tres ecuaciones) con tres incognitas, que deben ser resueltas de forma simultanea.

Las condiciones de frontera aplicables en este caso son:

para y=0 y x>0

para y — ®

Perfil de temperatura

Comparando los perfiles de temperatura (y de velocidad) en diferentes puntos a lo largo de la placa se observa que son
auto-similares. Esto permite aplicar el método de combinacion de variables. Se define una variable combinada n:

= (2)

A esta variable también se le llama “variable eldstica”, porque es la variable y que se ha “estirado” de acuerdo a un factor

proporcional a x 2. Se define también la temperatura adimensional © :
T-T
0= (3)

A continuacién se asume que existe una funcién de corriente v, a partir de la cual se podrian calcular los componentes de
la velocidad como derivadas parciales:

v v
=— y

v=——- 4
oy ox “)

u

Al asumir esta funcion de corriente, la ecuacion de continuidad queda automéaticamente satisfecha por lo que ya no se
necesita. También se asume que dicha funcién de corriente puede ser expresada como y = f(n)1/2uwa /p donde f(n)
es una funcion adn por ser determinada.

Aplicando las definiciones anteriores y algo de algebra, la ecuacidon de conservacion de momentum en la direccién x y la
ecuacion de conservacion de la energia térmica se convierten en:

2 3 2
uﬂﬂ,ﬂ_ﬂagzo d§+fd{=0 — f"+ff"=0 (5)
x dy poy dn dn
2 2
w0 K0T oy 49, 5@ o, eimfe=0 6)
ox pcp dy dn dn
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con condiciones de frontera
f(0)=0 f'(0)=0 f() =1 ©(0)=0 O (w) =1 7)

Las ecuaciones obtenidas forman un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales (de tercer y segundo
orden, respectivamente) que no pueden ser resueltas analiticamente. Por esta razén, es necesario recurrir a una solucién
numérica. Para ello, las dos ecuaciones diferenciales se convierten a un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden.
Se comienza identificando f con y, y ® con y,, y derivando hasta alcanzar la derivada mas alta en cada una de las
ecuaciones. El sistema resultante es:

’

J’1IZJ’2 Yy =3 JV3':_ypV3 Ya = Vs YS':_PF%YS (8)
con condiciones de frontera:
y;(0)=0 y,(0)=0 Va2 () =1 y,(0)=0 Va(w)=1 9)

Este sistema se puede resolver utilizando algiin método numérico (por ejemplo, el método de Runge-Kutta de cuarto orden).
Ya que no se tiene valor inicial para y, y y., se usa el método de disparo: se intentan diferentes valores de y, (O) Y Vs (O)
hasta que, al resolver el sistema, y, y y, sean 1 para valores muy grandes de 7.

Ya que el nimero de Prandtl Pr es un parametro en la ecuacion para ys', se van a obtener soluciones diferentes para
diferentes valores de Pr. Estas soluciones se pueden representar en forma gréfica:

Lo —T | {7— T /
" //
- //E"\/’ /Q?) /
2 Q‘/
0.7 | 203
"
0.6 1
>
- L=T os / M
T -T
® W04 / 1
\)Y;OQ
0.3 A ////
2 /
0.1 1
0.0
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
pU,
n=y
2ux

Espesor de la capa limite térmica

La capa limite térmica es la regién donde la temperatura varia, desde la temperatura de la superficie ( T,, ) hasta la temperatura
del fluido muy lejos de la superficie (T,,). Sin embargo, el cambio es gradual y no hay una posicién exacta donde la
temperatura sea T, . Por convencidn, se establece que la capa limite termina donde se ha alcanzado el 99% de la variacién
de temperatura entre la superficie y el fluido.

Con este criterio, es posible mostrar que el espesor de la capa limite térmica 3, esta relacionada con el espesor de la capa
limite hidrodindmica & y el nimero de Prandtl:
6T

L ~pr '3 10
5 (10)
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donde & a su vez se relaciona con el nimero de Reynolds local y la distancia x:

8: 5.0 (11)

x Re

X

Coeficiente local de transferencia de calor

Para determinar el coeficiente de transferencia de calor, se plantea el hecho de que todo el calor que es transferido por
conveccion a través de la capa limite térmica, tuvo que haber sido transferido por conduccién desde la placa hacia las
primeras capas del fluido (es decir,en y =0) Esto significa que se puede igualar la ley de Newton del enfriamiento con la
ley de Fourier de la conduccidn:

oT
hT,-T,)) = -k<—
6_)/' y=0 (1 2)
ley de Newton ley de Fourier
del enfriamiento de la conduccién

Ya que la solucién de las ecuaciones diferenciales se tiene para ® en funcidn de 1, es necesario hacer el cambio de variables.
Primero, se despeja T de la ecuacion (3):

T-T
0= w T=T +(T,-T,)® 13
T.-T, w (T, =T,) (13)
y se deriva con respectoa y:
or =i[TW +(T,-T,)0] — a—T:(Tw —TW)@ (14)
&y Yy oy y

Al sustituir en la ecuacién (12), se ve que las temperaturas se cancelan, tomando en cuenta el signo negativo del lado derecho
de la igualdad:

wr, —1,) = 2L s KT, -T,)=k(T, -T,) — =k (15)

w 0

¥ |y Y lyeo Y ly=o

Ahora, para cambiar la derivada con respecto a y a una derivada con respecto a mn, se multiplica por on/on y se
intercambian los diferenciales:

© _m_00n

(16)
Q dy on oy

Como O sélo es funcion de n, la derivada parcial @ / on no es mas que la derivada ordinaria d® / dr, que se puede escribir
simplemente como ®'. Por otro lado, la derivada on / dy se puede evaluar a partir de la definicién de n (ecuacién 2):

(17)

5y:5

on_of [oUs )_ [pUa
2ux 2ux

Por lo tanto, la ecuacién (16) se vuelve:

O _ g |PUs (18)
oy 2ux
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En y =0, se tiene que 1 =0, por lo que ®' se vuelve ©'(0) (es decir, d® / dn evaluada en n=0). Con esto, la ecuacion
(15) se vuelve:

h=k22

ay

— 5 h=ke(0),| 2= (19)

y=0 2px

Para reacomodar en forma adimensional, se pasa la conductividad térmica dividiendo al lado izquierdo y se multiplica ambos
lados por x. En el lado derecho de la ecuacién, x puede entrar a la raiz como x? y simplificarse con la que esté dividiendo:

oo 0 —  S-ex /P oe(0) =t (20)
k 2ux k 2ux k 2u

El lado izquierdo corresponde a la definicion del nimero de Nusselt local Nu,, y en el lado derecho es facil identificar el
numero de Reynolds local Re,, salvo por el 2 en el denominador. Sacando ese factor de V2 , sellega a:
o'(0
Nu, = @) )Re](/2 (21)
V2
Finalmente, G)'(O) se puede evaluar a partir de la pendiente en el origen de las curvas de la figura de la pagina 4, en la que

se puede apreciar que la pendiente cambia al variar el nimero de Prandtl. Graficando G)’(O) en funcién de Pr en una escala
logaritmica, se observa que, excepto para valores muy pequerios de Pr, existe una clara relacion lineal entre estas variables:

10

c
(3]
=
— r
S = oig
Q 1 —"1
s 7
[ I
® Ve == I Il
© ST Iy:04695x‘/3 Il
o
O 0.1
i
f
Q
o
c
(&)
Q 001
0.01 0.1 1 10 100

Pr

Mediante regresion por minimos cuadrados, se encuentra que ®’(O) ~ 0.4695Pr"/3 . Sustituyendo esta relacién en la ecuacion
(21) y simplificando se llega a la expresion final para el nimero de Nusselt (local) para este caso:

Nu, = 0.332Re//Pr"”?| (22)

Esta ecuacion es valida para Re, < 5x1 0° (flujo laminar) y para 0.3 < Pr <100 . Al ser local, este ntiimero de Nusselt (y por
lo tanto el valor de h) corresponden s6lo a un punto en la superficie.

Coeficiente promedio de transferencia de calor

Se obtiene integrando el nimero de Nusselt local sobre toda la longitud de la placa. Este nimero de Nusselt promedio
involucra un coeficiente promedio de transferencia de calor h que se puede emplear para representar la transferencia de
calor promediada en toda la superficie.

— L —
Nu, = % L Nugx o [Nu, = 0.664Re/2Pr'”? (23)
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