DEDUCCION DE LA ECUACION DE CONSERVACION DE LA ENERGIA

Adaptado principalmente de Bird (2002).

Considerar un volumen de control en coordenadas cartesianas, de dimensiones Ax por Ay por Az, fijo en el espacio.
Se busca realizar un balance de energia en este volumen de control, durante un intervalo de tiempo At.

Ay
1. Suposiciones Ax
Estado transitorio.
0 Az
Existe transporte de energia en las tres direcciones !
(x, y y z)debido a todos los mecanismos posibles, i
excepto por radiacion. z .
P R
2. Balance diferencial de energia N
El balance de energia (E— S + G = A) se puede expresar como:
Entrada Salida Trabajo realizado Generacion de Acumulacion de
de energia | _ ) de energia 4 en contra de + energia dentro| _ | energias interna y (1)
al volumen del volumen la fuerza de del volumen cinética dentro del
de control de control gravedad de control volumen de control

Cada contribucidn se muestra mas adelante. Las unidades de todos los términos deben ser joules.

2.1 Entradas vy salidas

Las diferentes formas en las que la eneregia puede pasar a través de un determinado lugar en el espacio son:

Transporte de energia cinética por adveccion (%pvz)v
Transporte de energia interna por adveccién (pf])v
Densidad de flujo de calor por conduccion q
Trabajo realizado sobre el fluido por las fuerzas viscosas TV
Trabajo realizado sobre el fluido por las fuerzas de presion Pv

Todos estos términos tienen las mismas unidades (J/m2-s), lo que permite agruparlos en un solo vector, denominado
densidad de flujo de energia e :

e=(%pv2+pl7)v+q+r'v+Pv (2)

La energia potencial no se incluye aqui porque se trata como una generacion en la ecuacion del balance de energia.

entrada salida
Transporte de energia en la direccion x e, | AVAZAt €yl . AVAZAL
Transporte de energia en la direccién y ey|y AxAzAt €yl,ia AxAzAt
Transporte de energia en la direccién z e,|, AxAyAt e,| ., AxAyAt
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2.2 Generacion de energia

En la generacién de energia, se considera el trabajo realizado en contra de las fuerzas de gravedad (el cambio en la
energia potencial dentro del volumen de control) y la rapidez de generacién de calor debida a otras fuentes
(electromagnética, quimica, nuclear, etcétera), representada de forma general como G, dada en W/m3.

Trabajo contra las fuerzas de gravedad p(V-8)AxAyAzAt

Generacidn de energia debido a otras fuentes GAXAYAzAt

2.3 Acumulacion de energia

Para la acumulacion de energia en el volumen de control, se determina cuanta energia cinética y energia interna existen
en el volumen de control, y se toma la diferencia de su valor final menos su valor inicial.

Acumulacion de energia cinética (final —inicial) (%pv2 )‘ N AXAyAz — (%pv2 )‘ AxAyAz
t+At t

Acumulacion de energia interna (final —inicial) (pl})

AxtyAz —(pU)

AxAyAz

t+At t

2.4 Balance y ecuacion de conservacion
Reuniendo todos los términos en el balance se tiene:

e,|, AvAzAt +e, |y AXAZAt +e,| AxAyAt —e,| . AyAzAt - ey|y+Ay AXAZAt —e,| . AxAyAt +p(V - g) AxAyAzAt

+GAXAYAZAL = (Lpv? ) ., AxayAz - (Lpv? )L AXAyAz + ( pf/) . Axdyaz - (pl})‘t AxAyAz (3)
Dividiendo entre AxAyAzAt y agrupando términos:
2 2 3 g
eX|x _eX|x+Ax + ey|y_ey y+iy + ez|z _eZ|z+Az +p(V'g)+G: (%pv )t+At _(%pv )t + (pU)t+At _(pU>t (4)
AX Ay Az At At

f(x+Ax)-f(x)
Ax

Comparando con la definicién de la primera derivada, % = lim se ve que es necesario introducir un cambio

. . , . Ax—0
de signo en los primeros términos:
_ 1 op2 — (12 ] (oD
eX|x+A2X_ ex|x _ ey )’*AZ ey|y _ eZ|z+Az _eZ|Z + p(V . g) + G = ( 2 pv )‘HAt ( 2 pv )‘t + (pU) t+At (pU)t (5)
\y Az At At
Tomando el limite cuando Ax -0, Ay >0, Az—>0 y At — 0 se llega a:
aex ae aez N 6 2 a kel
I AR~ g A ) ©

Reacomodando la ecuacion igualandola a cero, para expresarla como una ecuacion de conservacion:

0 ) o[ ~\ Oe Oe de, -
Pl M Gl Ay R 7
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Finalmente, las derivadas parciales de los componentes del vector de densidad de flujo de energia corresponden a la
divergencia de dicho vector, por lo que la ecuacién se puede escribir de forma compacta usando notacion vectorial:

%(%pvz%%(pﬁ)+V~e—p(V'g)—G=0 ®)

Sustituyendo la definicion del vector e dada al principio:

%(%pvz+pLA/)+V-|:(%pV2+pl})v+q+‘r-v+PV}—p(V~g)—G'=O (9)

Se llega finalmente a la forma mas general de la ecuacion de conservacion de la energia:

%(%pv2)+%<pl})+v-(%pvzv)+v-(pl}v)+V-q+V-(r~v)+V-(Pv)—p(v~g)—G:0 (10)

3. Ecuaciones de energia mecanica y de energia interna

La ecuacion de conservacion de la energia se puede separar en dos: una para energia mecanica (donde sélo aparezcan
las energias cinética y potencial) y otra para energia interna (donde no aparezcan las energias cinética y potencial).

3.1 Ecuacion de conservacion de la energia mecdnica

Esta ecuacion se obtiene al reconocer el hecho de que se puede llegar a la energia cinética a partir del momentum:

m V multiplicar por la velocidad m V 2 dividir entre dos %m V 2 (1 1 )

momentum energia cinética

Considérese entonces, la ecuacion de conservacion de momentum:
0
E(pv)+V-(pvv)+V-1‘+VP—pg:0 (12)

Al tomar el producto punto de toda la ecuacion con el vector de velocidad v se tiene:

V{%(pv)+v-(pw)+v-r+VP—pg}:0 (13)

v.{g(pv)}v.[v.(pw)]”.(v.T)+v.(vp)—v-(pg)=o (14)

Que se puede reacomodar para llegar a la siguiente ecuacién:

%(%pv2)+v-(%pv2v)+V~(r~v)—r:Vv+v~VP—p(v-g)=O (15)

donde se ha hecho uso de las siguientes identidades:

—(v~v):2v-% v-v=yv2 T:Vv=V-(1-v)-v:(V-1) (16)

La ultima identidad, para el producto doble punto de dos tensores, es valida cuando T es un tensor simétrico.

DEDUCCION DE LA ECUACION DE CONSERVACION DE LA ENERGIA PAGINA 3 DE 5

REVISION 5 - 104928.02



3.2 Ecuacion de conservacion de la energia interna

Al tomar la ecuacidén de conservacidn de la energia (Ecuacion 10) y restarle la ecuacion de conservacion de la energia
mecanica (Ecuacion 15), se llega a una ecuacion que sélo contiene los términos “microscdpicos” de la energia
(la energia interna, que es la suma de las energias cinética y potencial de las moléculas):

o 8 - . . ,
E(%pv2)+5(pu)+v-(%pv2v)+v-(va)+V~q+v-(r-v)+V~(Pv)—p(v-g)—G =0 erergia

- %(%pv2)+V~(%pv2v)+V~(r-v)—r:Vv+v-VP—p(v~g) =0 energiamecines
%(p0)+V'(pl}V>+V‘q+T:VV+V'(PV)—V'VP—G=O energiainterna

Con laidentidad V ~(Pv) =PV -v+v-VP sellegaalaforma final de la ecuacién de conservacion de la energia interna:

%(p(j)+v-(pl}v)+v~q+‘r:Vv+PV~v—G:O (17)

Esta Ultima ecuacion rara vez es usada como tal, sino que es simplificada para usarse en situaciones particulares.
4. Simplificaciones de la ecuacion de conservacion de la energia

4.1 Simplificacion del término de acumulacion y adveccion usando la ecuacion de continuidad

Kl .
De la ecuacidn de conservacion de la energia interna, considérese s6lo los primeros términos: G_(DU) +V. (va).
Expresando la divergencia en coordenadas rectangulares:

0 [ A 0 ([ A
E(pU) +a—x(vax>+

(o, )+ 2(oiv,) (18)

Ahora se aplica la regla para derivadas de productos (la densidad y la velocidad se tratan como un solo factor):

U s, 00 50 ou -~ @ oU 0
p +U6 E+Ug(pvx)+PVyE+U5(PVy)+PVZE+UE(PVZ) (19)

Agrupando los términos que tienen a U como factor comun:

U ou ou ou [op o 0 0
—+pv,—+pv,—+pv,—+U| —+—(pv, ) +—(pv, | + —(pVv 20
pat px@x py@y pz@z {& 8x(pX) 8y<py> éz(pZ)} (20)

Lo que aparece entre corchetes es la ecuacion de conservacion de masa, que es idénticamente cero, quedando solo:

ou v00+v60+vaﬁ 21)
Pt TPV TPy TPV,
Reconociendo en los tres Ultimos términos el producto punto de la velocidad v con el gradiente de la energia interna
VU, y regresando estos términos a la ecuacidn de conservacion de la energia interna (Ecuacion 11), se tiene:

A

pi—ltj+pv~Vlj+V-q+‘r:VV+PV-V—G:0 (22)
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4.2 Cambio a una ecuacion para temperatura

La siguiente simplificacion es efectuar el cambio de energia interna a entalpia, usando H = U + PV , y luego cambiar a
temperatura empleando la relacién termodinamica c, = 0H / 0T , por lo que 0H = ¢,0T , con lo que la ecuacién queda:

oT Olnp oP .
c,—+pc,v-VT+V.q+1:VV+| —— —+vVv-VP|-G=0 23
Per 3¢ TPer 1 (61nT]P[6t } (23)

Luego se usa la ley de Fourier de la conduccioén:
q=-kVT (24)
con lo que el término V -q se vuelve -V - (kVT), o bien —kV*T si la conductividad térmica es constante:

Olnp
olnT

pcpg—:+pCPV-VT—kV2T+T:VV+[ j [a—P+v-VP}—G:O (25)
P

ot

4.3 Disipacion viscosa

El término T : Vv representa la conversion irreversible de energia mecanica a calor debido a la friccidn en el fluido
por las fuerzas viscosas. Al sustituir el esfuerzo t con la ley de Newton de la viscosidad, el término t: Vv se vuelve:

T:VVv=—p(y:Vv) (26)

donde el término entre paréntesis es una funcidén siempre positiva de las derivadas de la velocidad que se denomina
“disipacién viscosa™:

D, =7:Vv (27)

La disipacion viscosa @, sélo es importante para flujos muy viscosos o con elevados gradientes de velocidad. Asi, la
ecuacion de conservacion de la energia térmica queda:

pcPa—T+pcPv-VT—kV2T—p¢>v+(alnpj [a—P+v-VP}—G=O (28)
ot oInT ), ot

4.4 Simplificaciones finales

Cuando se tiene un gas ideal, PV = nRT , se puede demostrar que [8(lnp) / 6(1nT):|P = —1, asi que la Ecuacion 28 se
simplifica a:

pcPZ—:+pcPv-VT—kV2T—u(DV—{g—i+v~VP}—G=O (29)

Si se tiene un flujo a presidn constante o un material con densidad constante, la Ecuacién 28 se simplifica a:

pcpaa—:+pcPV~VT—kV2T—u(Dv -6=0 (30)

Siademas se tiene un material en reposo (ya sea sdlido o fluido), la velocidad es cero, con lo que la Ecuacién 30 queda:

pcpz—:—kVZT—GZO (31)
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